Examen 8 janvier 2007
Intégration et théorie de la mesure LM363

Durée 3 heures. Documents interdits
Exercice 1 Soit f : [0,1] — [0, +oo[ borélienne et A C R3 'ensemble :
A={(z,y,2):0<2 <1, y*+22<f(2)}
1. Prouver que 'application
F:[0,]]xRxR—R, F(z,y,2):=y>+2>— f(x)

est borélienne et en déduire que A € B(R?).

2. Pour tout x € [0, 1] déterminer la section A, := {(y, z) : (z,y,2) € A}.
Vérifier que A, € B(R?) et calculer sa mesure de Lebesgue \o(A,).

3. Calculer le volume A3(A) de A en fonction de f.

4. Calculer explicitement le volume de A si f(z) = 22, z € [0, 1].

Exercice 2 Soit f: Ry — [0, 1] la fonction

1
1. Prouver que f est borélienne et que pour tout s > 0 : fPdx = —.
Ry S

En déduire que

1 —t
= * d t .
g @ e

2. Montrer par récurrence (avec un argument complet) que

& 1 k k

——— = (-1 —te d Vtell k € N.

Ty = (V[ e @ Yiebool ke

dk
3. Calculer directement par récurrence aF T et en déduire que
(0.)
/ 2Fe T dx = k! VEkeN. (1)
0



4. Prouver que pour toute g : R, — R, borélienne on a :

[oenerar = [ owa )

5. En déduire que :
1
/ |lnyl*dy = k! VkeN. (3)
0

Exercice 3 On considere ici 'espace mesuré ([0, 1], B([0,1]), A).

1. Dire pour quels p € [1,+0o0] on a f € LP et pour quels p € [1,400] on
a f ¢ LP dans les cas :
— pour a >0, f(z) =2~ = €]0,1]
— f(z) :=Inz, z €]0,1] (on pourra utiliser la formule (3) ci-dessus).

2. Donner un exemple dune suite (g)x telle que gx € L' pour tout k
mais pour tout p > 1 il existe k tel que g ¢ LP.

3. Construire, a l'aide de la suite du point précédent, un exemple d’une
g € L' telle que g ¢ LP pour tout p > 1.

Exercice 4 Soient f,, f fonctions mesurables positives sur un espace me-
suré (X, A, ) avec f € L'. On suppose que :

f <liminf f, 1 — P-P-s limsup/fn du < /fd,u.

n—00
1. Prouver que
/fd,u < liminf/fndu
n—00
et en déduire que

lim [ fodp= /f du.

2. Prouver que pu—p.p. f =liminf, ,» fp.

3. Prouver que pour tous a,b € R : |[a —b| = a + b — 2min{a, b} et en
déduire que f, — f dans L' si n — oo.

4. Montrer que f,, ne converge pas nécessairement vers f p—p.p.



Correction

Solution de I’exercice 1

1. Fi(x,y,2) = y? + 22 est continue et Fy(x,y,2) = f(x) est borélienne
donc F = Fy + Fy est borélienne et A = F~1(] — 00, 0]) est borélien.

2. Siz €[0,1] alors A, = {(y,2) : y? + 22 < f(x)} est un cercle fermé de
centre (0,0) et rayon 4/ f(z) > 0. Donc A, est un fermé et Ao(A,) =

3. Par le théoreme de Fubini, puisque A3 = A\ @ A{ @ A1 = A1 ® Ag :

As(A) :/OIAQ(AI)d:U _ /Olwf(:n)dx - w/olfd:r:.

4. Si f(z) =23
1 s
)\3(A):7T/ dr = -
. 4

Solution de I’exercice 2

1. f est continue donc borélienne. Pour tout s > 0 :

0 “+00
/fsdﬂf = / e dr = |:—1€S:E:| =0- <—1> = 1
0 S 0 S S

2. On veut prouver par récurrence que

d* k!
s p(t) = (-1)F [(EEas Vtel0,+o0], keN. (4)
La formule (4) est vraie pour k = 0. Si (4) est vrai pour k — 1, alors

1
(14 t)k+t

d d k-1
ﬁ@(t) = %(—1)

(k—1)!
(1+1t)k

= (D" (k= 1) (k)
et (4) est vrai pour k. Pour tout ¢t € [0, +oo[, par le point 1

o
1
—tx _ —(1+t)z _ _
e f(z)de = / e de = —— = o(t).
L 0 =
3. On pose maintenant F : [0, 00[?— R, F(t,z) := e ¥t Il est clair que
pour tout z > 0, F(-,z) est indéfiniment dérivable sur [0, co[ et que :

ak

ﬁF(t,x) = (—1)kgFe otz VY (t,z) € [0, +oo[*, k € N.



Si on pose gi(z) := zF e 10,4-00[(z), on obtient I'estimation :
ok

P <00 [aa <

Par le Théoréeme de dérivation sous le signe d’intégrale on obtient :

dk > 8k > k k —z—tx
ﬁnp(t) —/0 ﬁF(t,x)dm —/0 (—)¥z%e dx.

Si on pose t = 0 on trouve (1) grace a (4).

4. Si on pose 9 :]0, +00[—]0, 1[, ¥(x) := e~* alors 9 est un difféomorphi-
sme et on trouve par le théoreme de changement de variable :

) [e%) 1
Ag@wamzégwmwmmzlmww (5)

pour toute g : Ry +— R, borélienne.

5. On peut choisir g(y) = |Iny[¥, y €]0, 1[ dans (5) et trouver par (1) :

1 o0
/|myw@::/ e Tde =k!  VkeN. (6)
0 0

Solution de 1’exercice 3 1. On rappelle que pour tout § > 0

L sid<1

1 =6
/ r 0dr =
0 400  sid>1.

Puisque A([0,1]) < +ooonaque LP C L"si1 <r <p < +oo.
Soit f(z) :==2~* >0, z €]0,1] avec a €]0, 1[. Alors

1

1 1 1—pa
/ fPdx = / Py =
0 0

; 1
+o0 sip> .

Sil§p<§

Donc f € LP pour tout p € [1, é[ et f ¢ LP pour tout p > é Sia>1
alors

1 1
/ fPdx = / 2 P%dr = +o00, Vp>1
0 0

donc f ¢ LP pour tout p > 1. En particulier pour tout @ > 0 on a :

1
Ifllp =400,  ¥Vp>=-—VL

(0%



Donc || f|leo = im || f||, = +00 et f ¢ L pour tout a > 0.

Soit maintenant f(x) := Inz, x €]0, 1]. Par (3) on voit que h appartient
a L* pour tout k € N. Puisque LP C L" si 1 < r < p, f € LP pour tout
p € [1,00[. Mais f ¢ L*> car

Mz :|Inz|>M}) =e™M>0 VM >0,
donc {M >0: A\{z:|lnz|>M})=0}=0 et | f|lo = +o0.
. Par exemple pour tout k£ > 1 :

1
gr(x) == e HE >0, 2 €]0,1], = / grdx = k. (7)
0

Pour tout p > 1il suffit de prendre k£ > (1—]%)_1 pour avoir p(1—4) > 1

et donc : . .
/ gy dx = / 2?00 dz = +o0. (8)
0 0

. On peut définir :

9= 2"g,
k

ou les (gx)x sont définies par (7), et voir que

gl <D 27F llgrlli =D 277k < 4oc.
P p

Pour tout p > 1 il existe k& > (1 — %)_1. Puisque g, > 0 pour tout
n>1onag>gyet g? > gy, donc par (8) :

1 1
/ gP dx > / gy dz = +o0.
0 0

Solution de I’exercice 4

1. Puisque f, > 0 le lemme de Fatou entraine :

/ (lim inf fn> dp < liminf/fn du.

Par hypothese on a f < liminf, f,, et donc :

[tan< [ (imint £,) dn <timint [ fodu (9)



Puisque liminf,, [ f, dp < limsup,, [ f, du on obtient par la deuxieéme
hypothese :

/fdu<liminf/fndu<1imsup/fnd,u</fdu

n—oo

donc toutes les inégalités sont des égalités et en particulier :

[ ran= 1 [ fudn. (10)
. De (9) et (10) on obtient :

f<tmintf,  wopp. [ fde= [ (min ) du

et donc pu—p.p. f = liminf, f,.
.Sia>bonaa+b—2min{a,b} =a+b—2b=a—b=|a—D| et si
a < b le méme est vrai par symétrie. Donc :

Jim=stn= [ fuaus [ rau-2 [mintsa. sy

Or on a liminf, min{f,, f} = min{liminf, f,, f} = f p—p.p. et en-
core par le lemme de Fatou :

/fd,u < lim inf/min{fn, fdu.
On obtient :

iimsup [ 17, f]du

n—oo

:lim/fndu—}—/fd,u—limian/min{fn,f}d,u
n n—od

§2/fdu—2/fdu:0.

Donc on a bien que lim, .o [ |fn — f|dp = 0.
. Soit (X, A, u) = ([0,1],B([0,1]),A). 11 suffit de trouver une famille
(fn)nen de fonctions positives et mesurables telle que f, — 0 dans
L', liminf, f, = 0 p-p.p. mais limsup,, f, > 0 sur un ensemble de
mesure positive. L’exemple standard d’une suite qui converge dans L'
mais pas p.p. nous donne une telle famille :

f2n+k::1[%;%[, VkG{O,...,Q”—l},nGN,

2 [

car liminf,, fp, =0, lim,, [ fn, =0 et limsup,, fm, = 1.



